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■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❦❡t❝❤❡❞ s②♠✲
❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ✉s❡r ❞r❛✇♥
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦ st❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❤❛s❡
✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ●r❛♠♠❛r t♦ ❡①♣r❡ss t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
s②♠❜♦❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s✐♠✐✲
❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r t❤❛t ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ st❡♣s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ✉s❡r ❞r❛✇♥ s❦❡t❝❤❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ●r❛♠♠❛rs ❢r♦♠
✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❤❛♥❞ ❞r❛✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s✳
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❙❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣s ✐♥ s②♠❜♦❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❤❛♣❡✱ ✇❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦♥ s❤❛♣❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❈♦♥t♦✉r✲❇❛s❡❞ ❛♥❞ ❘❡❣✐♦♥✲❇❛s❡❞✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❛s❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦r ♦♥ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥s✐❞❡
t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧
❛♥❞ ●❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ●❧♦❜❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ■♥s✐❞❡ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛s✿ ❆r❡❛✱ P❡r✐♠❡t❡r✱
❈♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ❡t❝✳ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❩❡r♥✐❦❡✱ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❋♦✉r✐❡r✱ ❡t❝✳ ♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r✐❞s ❛s
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❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ♣r✐♠✐✲
t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❆s ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ s❡✈❡r❛❧
∗❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ✸r❞ ❊✉r♦❣r❛♣❤✐❝s ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙❦❡t❝❤✲❇❛s❡❞ ■♥t❡r❢❛❝❡s
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✶
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s str✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❤❛✐♥ ❝♦❞❡s✱ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❡ ♠❛② ❢✉rt❤❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮
❙②♥t❛❝t✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s
❛♣♣❧②✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❩▲✵✹❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ ❞❡❡♣❧② st✉❞✐❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ r❡❝✉rr✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛♠❜✐❣✉✲
✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐st s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s②♠❜♦❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡❞
✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦st ♦❢t❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❙♦♠❡ ✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ tr② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❦❡t❝❤❡s ✉s✐♥❣ ❛♥
str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❱❡s❡❧♦✈❛ ✐♥ ❬❱❉✵✹❪✱ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤r❡❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❛♣♣❧② t♦ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡♠ t❤❡② ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❝r❡❛t❡
t❤❡ ✜♥❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ▼❛♥❦♦✛ ✐♥ ❬▼❍❆✵✵❪
♣r❡s❡♥ts ❛ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ s❦❡t❝❤❡❞ ●❯■✳ ■t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❛♠❜✐❣✉✐t② ❜② ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❤♦s❡ ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥t♦✉r ❜❛s❡❞
❞❡s❝r✐♣t♦r✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❆❞❥❛❝❡♥❝②
●r❛♠♠❛r✳ ❆♥ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♠♠❛r ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s②♠❜♦❧ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛
❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡t s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❱❡s❡❧♦✈❛ ✐♥ ❬❱❉✵✹❪✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞✐st♦rt✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ r❡❛❧✐t②✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s❦❡t❝❤❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str♦❦❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ s②♠❜♦❧✳ ❋✉rt❤❡r ♠♦r❡✱ ❛s ✇❡
s❤❛❧❧ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼▲❙▲✵✻❪
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ s♦❧✈❡ t❤❡
❛♠❜✐❣✉✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ s❤❛♣❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼❛♥❦♦✛
✐♥ ❬▼❍❆✵✵❪✳ ❖♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❛♠❜✐❣✉♦✉s s❤❛♣❡s ❛s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❤❛♣❡s ❜❡✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❚r②✐♥❣ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❛♠♦♥❣ s❤❛♣❡s
✇❡ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❱❡s❡❧♦✈❛ ✐♥ ❬❱❉✵✹❪✱ ✐s r♦t❛t❡❞
❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❦❡t❝❤
❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❛ s②♠❜♦❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✱
✷
s❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳
✷ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s❦❡t❝❤ ❜❛s❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❛♠❡❞ P❱P❈ ✭❱✐rt✉❛❧ Pr♦t♦t②♣✐♥❣ ♦❢ Pr♦❥❡❝ts
✉♥❞❡r ❈♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ s❦❡t❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✢♦♦r
♣❧❛♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞r❛✇✐♥❣s ♦♥ ❛ ❲❛❝♦♠
❚❛❜❧❡t ♦r ❛ ❚❛❜❧❡t P❈ ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❡♥ ✫ ♣❛♣❡r ♣r♦t♦❝♦❧ ✭❡✳❣✳ ❛s t❤❡
❉✐❣✐t❛❧ ■❖ P❡♥ ❢r♦♠ ▲♦❣✐t❡❝❤ ❬▲♦❣✵✹❪✮✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr✐❡s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❛❧✱ ❢✉r♥✐t✉r❡ ❛♥❞ s❡r✲
✈✐❝❡s s②♠❜♦❧s t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ♦♥ ✐t✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❙❱▲+✵✹❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♠♠❛t✲
✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♠❛❣❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣
❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❞r❛✇✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡♠
❢r♦♠ t❤❡ str♦❦❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❞r❛✇✐♥❣✱ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ str♦❦❡ ♠❛②
r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss t❤❡ str♦❦❡s ✇✐t❤
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❚❆❙❉+✵✵❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✐✈✐❞❡s t❤❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
✐s ❛♥ ❛r❝ ♦r ❛ s❡❣♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s❡❣♠❡♥ts ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛r❝s ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡rs t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ♦✇♥ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛
✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛❞❞✲♦♥ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ✇♦r❧❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts
♥♦ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐ts✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❧✉❡♣r✐♥ts✱ ❡t❝✳
✸ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ●r❛♠♠❛rs
❆❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♠♠❛rs ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✷❉✲s❤❛♣❡s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✇❛②✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
✐t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❆❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♠♠❛rs ✇❡r❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❏●✾✺❪✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❢❡r
t♦ ❬▼❙▲✵✺❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ●r❛♠♠❛rs ❢♦r s❦❡t❝❤❡❞
s②♠❜♦❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳
✸✳✶ ❙②♠❜♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▼♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✸
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡ s❦❡t❝❤ ✐♥t♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✭❡✳❣✳ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts
❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ❛r❝s✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s (A,B)✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✮ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❞❡❣r❡❡ δ = [0 . . . 1] ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❛♥
✐❞❡❛❧ s❤❛♣❡✳ ❱❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✈❛❧✲
✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✶ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡✳ ❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿
• Parallel (A,B) → 2
π
∣∣∣Â, B
∣∣∣
[0... π2 ]
• Perpendicular (A,B) → 1 − 2
π
∣∣∣Â, B
∣∣∣
[0... π2 ]
• Incident (A,B) → ♠✐♥✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♥❞♣♦✐♥ts
• Adjacent (A,B) → ♠✐♥✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❞♣♦✐♥ts
• Intersects (A,B) → ♠✐♥✳ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❞♣♦✐♥ts
❚❤✐s ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ●r❛♠♠❛r✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r tr✐❛♥❣❧❡✱ ♠❛❞❡ ♦✉t ♦❢ t❤r❡❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts A,B ❛♥❞
C✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Triangle(A,B, C)



Adjacent(A,B)
Adjacent(B,C)
Adjacent(A,C)
Perpendicular(A,C)
✸✳✷ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ●❡♥❡r❛t✐♦♥
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡
s❦❡t❝❤❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳
❙✐♠♣❧② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦st
♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②♠❜♦❧ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ s❦❡t❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r♦✉❣❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❡❛❧✐t②✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
✐♥❢❡r t❤❡ r✉❧❡s❡t ♦❢ ♦✉r ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♠♠❛r t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s②♠❜♦❧✳ ◆♦t ❞♦✐♥❣
s♦ ✇♦✉❧❞ ✐♥✈❛r✐❛❜❧② ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r✲ ♦r ✉♥❞❡r❝♦♥str❛✐♥❡❞ r✉❧❡s❡ts✳
❚♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❢❡r ❛ s❦❡t❝❤❡❞ s②♠❜♦❧ ✇❡ ♥❡❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❛♣♣❡❛r✳ ❚♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼▲❙▲✵✻❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✿
• ❘✉❧❡s❡t ●❡♥❡r❛t✐♦♥
• ❘✉❧❡s❡t ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr✐♠✐t✐✈❡s ❆❧✐❣♥♠❡♥t
• ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
✹
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥st❛♥❝❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ tr✐❡s t♦ ❦❡❡♣ t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❛❧✐st✐❝
s♦rt✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ✈❛❧✉❡✳ ❋✐tt✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s t♦
❡❛s✐❧② ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❞r❛✇✐♥❣ t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
r✉❧❡s❡t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r✉❧❡s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s✳
❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❧❡✈❡❧❧✐♥❣ ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞
r✉❧❡s❡ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❢r♦♠ ❞r❛✇✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♥✲
str✉❝ts t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧
t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳
❚❛❜❧❡ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❤❛t ✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✐t② ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r
♣r✐♠✐t✐✈❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ✭t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧s✮ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❧✐♥❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡♥✬t r❡❛❧❧② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✳ ❋✉rt❤❡r s❛♠♣❧❡s ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡
t♦ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♦r r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤✐s r✉❧❡✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ s②♠❜♦❧s✳ ❇✉t✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉❧❡s❡ts ❛r❡
♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆ P❧✉❣✱ ❛♥ ❆rr♦✇ ❛♥❞ ❛ ❚r✐❛♥❣❧❡✱ ❛❧❧ t❤r❡❡ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s❡t
✺
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✹✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✸✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✶✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✶✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✷✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✶✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✹✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✶✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✷✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✸✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✷✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✷✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✹✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✸✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✹✮
❆❞❥❛❝❡♥t✭♣r✐♠✐t✐✈❡✸✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
■♥t❡rs❡❝ts✭♣r✐♠✐t✐✈❡✹✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✷✮
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭♣r✐♠✐t✐✈❡✶✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✸✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✸✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭♣r✐♠✐t✐✈❡✵✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✶✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭♣r✐♠✐t✐✈❡✶✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✷✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭♣r✐♠✐t✐✈❡✷✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✸✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭♣r✐♠✐t✐✈❡✹✱ ♣r✐♠✐t✐✈❡✺✮
❚❛❜❧❡ ✶✿ ■♥❢❡rr❡❞ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✿ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✳
✹ ❖✈❡r❝♦♠✐♥❣ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆♠❜✐❣✉✐t✐❡s
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢❛✐❧s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠✲
✐❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r✉❧❡s ♦♥❧② ❡♠❜❡❞ ✈❡r②
♣♦♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♠❛✐♥❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✐t②✮✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡s❡ ✈❡r② ❧♦♦s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✈❡r②
✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❤❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧st ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦♣❡r t♦
s❦❡t❝❤ ❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❬●❇❇✾✽❪ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s
❞✐❧❡♠♠❛✳
✻
✹✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝ ■♥✈❛r✐❛♥ts
❚✇♦ ❢♦r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲r✐❣✐❞✮ t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ ✜rst ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ■♥✈❛r✐❛♥ts
s✉❝❤ ❛s ❝♦♥♥❡①✐t②✱ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ♣✉r❡❧② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛r❡ t♦♦ ♣♦♦r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s✉❜t❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠s ✭❡✳❣✳ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❡♠❜❡❞ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❢♦r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦r r✐❣✐❞❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠s ✭tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❛✣♥✐t②✱
♣r♦❥❡❝t✐✈❡✱ ✳✳✳✮ ✐s t❤❛t t❤❡② ✈❡r② ♥❡❛t❧② ❡♥t❡r ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡✐r ❣r❡❛t ❞r❛✇❜❛❝❦
✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞
♠♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ s❦❡t❝❤❡❞ ❜❛s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
❘❛t❤❡r t❤❛♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❢✉❧❧ r✐❣✐❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ♦♥❧② ✉s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥ ✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
r❡str✐❝t t❤❡♠ t♦ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✈❛❧✉❡s ✭✐✳❡✳ s❝❛❧❡✱ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✮✳ ❙❦❡✇ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❤❛♥❞ ❞r❛✇♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳
✹✳✷ ❆ss♦❝✐❛t✐♥❣ ■♥✈❛r✐❛♥ts ✇✐t❤ ●r❛♠♠❛r ❘✉❧❡s
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡
r✉❧❡s❡t ♦❢ ❛ s②♠❜♦❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
• t❤❡ ❧❡♥❣t❤ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡✱
• t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱
• t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ❚ ❛♥❞ ❛ ▲ ❙❤❛♣❡s✳
❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ r✉❧❡
t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ s❤❛♣❡s ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s❡❣♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ ♦♥ t❛❜❧❡ ✷✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t ✇❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐♥ ❬▼▲❙▲✵✻❪ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡
❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❆❞❥❛❝❡♥❝②✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ✐s ❥✉st s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ r✉❧❡s✳
❙♦♠❡ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ s❡♥s❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ ❛ r✉❧❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
✼
■♥❝✐❞❡♥t✭P✶✱P✷✮ ■♥❝✐❞❡♥t✭P✶✱P✷✮
P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭P✶✱P✷✮ P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✭P✶✱P✷✮
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳
✹✳✸ ▲❡♥❣t❤ ❘❛t✐♦
❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ r❛t✐♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
ratio = min
(
length(P1)
length(P2)
,
length(P2)
length(P1)
)
✭✶✮
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❤❛♣❡s ❛s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✿ t❤❡ sq✉❛r❡ ❤❛s ❛ r❛t✐♦ ♥❡❛r ✶ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐ts ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❀ ♦♥ ❝♦♥tr❛r②✱
t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❤❛s r❛t✐♦ ♥❡❛r t♦ ✶ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥❡ t♦
❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ✶ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♦♥❡s✳
✹✳✹ ❆♥❣❧❡
❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r✉❧❡s✳
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
r✉❧❡✱ ✐t ✐s ❢❛✐r❧② ✉s❡❧❡ss t♦ ✉s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✐t②✳
❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦s✐♥❡s t❤❡♦r❡♠ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ π✳ ❚❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❤❛♣❡s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
✹✳✺ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❉✐st❛♥❝❡s
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r✉❧❡✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ■♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞❡❣r❡❡
t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ ✐ts❡❧❢✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r✉❧❡✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
✭♦r ❛t ❜❡st ✐t✬s ❛ ❜❛❞❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥❡✱ ♣r♦♥❡ t♦ ♥♦✐s❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✿ DX r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❧✐♥❡s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ DY r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐❞♣♦✐♥ts✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳
❆❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s❝❛❧❡✳
❚✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❢♦r t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼✭❛✮ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ DX ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❛r ✵✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉✐st❛♥❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t s❡❣♠❡♥ts ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
s❡❣♠❡♥ts ✭r✐❣❤t✮
❋✐❣✉r❡ ✼✭❜✮ t❤❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡✐r ♠✐❞♣♦✐♥ts✱
t❤❡ DY ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❛r ✵ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✼✿ P❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♦♥ ❛①✐s ❞✐st❛♥❝❡s✳
✹✳✻ ❘✉❧❡s ❛♥❞ ■♥✈❛r✐❛♥t ❱❡❝t♦rs
❋♦r ❛♥② ✐♥❢❡rr❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✿
• t❤❡ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛t✐♦✱ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞
s❡❣♠❡♥t✳
• t❤❡ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✉s❡❞ ❢♦r
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✿ DX ❛♥❞ DY ✳
• P❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
• ■♥t❡rs❡❝ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡
r✉❧❡✳
✾
❈♦♥str❛✐♥t P❧✉❣ ❘❛t✐♦ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✶✮ ✵✳✼✼✻ ✶✳✵✾✼ 1.229 ∗ 10−13
■♥❝✐❞❡♥t✭✶✱✷✮ ✵✳✷✻✻ ✷✳✻✶✻ 3.714 ∗ 10−14
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✷✮ ✵✳✸✹✸ ✷✳✺✼✶ 4.771 ∗ 10−13
❈♦♥str❛✐♥t ❆rr♦✇ ❘❛t✐♦ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✶✮ ✵✳✽✹✹ ✵✳✾✻✶ 2.942 ∗ 10−15
■♥❝✐❞❡♥t✭✶✱✷✮ ✵✳✸✹✽ ✵✳✹✶✹ ✵✳✵✶✻
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✷✮ ✵✳✹✶✷ ✵✳✺✹✻ ✵✳✵✶✼
❈♦♥str❛✐♥t ❚r✐❛♥❣❧❡ ❘❛t✐♦ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✶✮ ✵✳✾✹✷ ✶✳✵✼✶ ✵✳✵✵✽
■♥❝✐❞❡♥t✭✶✱✷✮ ✵✳✾✸✾ ✶✳✵✶✵ ✵✳✵✸✻
■♥❝✐❞❡♥t✭✵✱✷✮ ✵✳✾✸✶ ✶✳✵✻✶ ✵✳✵✷✵
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ❙❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❤❛♣❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ r❛t✐♦✱ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ❛s ✇❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❛♠♣❧❡s✳
✹✳✼ ▼♦❞❡❧ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ▲❡❛r♥✐♥❣ ■♥✈❛r✐❛♥ts
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦r ❛ ✇❛② t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❢r♦♠ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ s❛♠♣❧❡s✳
❙②♠❜♦❧s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐s s✐♠♣❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥✳ ❆✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❋r♦♠ t❤❡
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ χ2✲❧❛✇✳
✹✳✽ ❙❦❡t❝❤ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ tr❛✐♥❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧s ✇❡
✇❛♥t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✉♥✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥✲
♣✉t✱ t❡❧❧s ✉s ✇❤❛t s②♠❜♦❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t ✐s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇♦r❦s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❞❡❣r❡❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥❞ ✇❡
s♦rt t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜② t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t ❛❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤♦s❡ r✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t✳ ❲❡
t❤❡♥ ❝r♦ss✲✈❡r✐❢② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ❣✐✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
✶✵
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❯s❡r ❉r❛✇♥ ❙❛♠♣❧❡s✳
❜♦t❤ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❝♦♥str❛✐♥ts✳
✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❤♦✇ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼▲❙▲✵✻❪
❛♥❞ t❤❡② s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
t♦♣♦❧♦❣② ❜✉t ❜❡✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠❜♦❧s t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦✉t ♦❢ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rts✳
❆s s❛✐❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t✇♦ s②♠❜♦❧s ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧
✐❢ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ■✳❡✳✱ t❤❡ s❤❛♣❡s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸ ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❛❜❧❡ ✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦t❤❡r s②♠❜♦❧s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤✐s ❢❛❝t✳
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙♦♠❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❡t
❋♦r t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✇✐t❤ ✶✵
❤❛♥❞ ❞r❛✇♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s ✇❡
❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r✉❧❡s❡t ✭❛s s❤♦✇♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ✈❛❧✉❡s ♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤
❞✐st♦rt✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ♠❛② s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
✶✶
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❉✐st♦rt❡❞ s❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♠❛❣❡ s❡t✳
❚r✐❛♥❣❧❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
r❛t✐♦ ✐s ♥❡❛r ✶ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆rr♦✇ ❛♥❞ t❤❡ P❧✉❣ ❤❛✈❡
t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❜✉t t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② 1/3
♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ♠❛② s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s
t❤❡ ♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆rr♦✇ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡
s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❧❡ss❡r t❤❛♥ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s t❤❡ P❧✉❣ ❤❛s t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✾✵
❞❡❣r❡❡s✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡✳
❲❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇❡❞
♦♥ ✜❣✳ ✶✷
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t tr✐❡s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❛t✐♦✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❧❡❛r♥ ✷ s❤❛♣❡s ✇✐t❤
✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❆s ✇❡ ♠❛② s❡❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ ❜♦t❤
s❤❛♣❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ❢♦✉r
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛rs✳
❖♥ ❝♦♥tr❛r② ✐❢ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ r❛t✐♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s ✐♥ t❡r♠s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
sq✉❛r❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ◗❯❆❉✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ♥❡❛r ✶ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r s❤❛♣❡ ❛r❡ ♥❡❛r ✵✳✹ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ♥❡❛r ✶
♦♥ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆❧s♦ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❛♥❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❛② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ♥♦t ❡①✐sts ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦♥ ❜② t❤❡ r❛♥❦s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t✱ t❛❦❡ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
✶✷
✭❛✮ ✭❝✮ ✭❡✮
✭❜✮ ✭❞✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r s❤❛♣❡s✿
P❧✉❣✱ ❆rr♦✇ ❛♥❞ ❚r✐❛♥❣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ◆✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦r s❤❛♣❡s✿ P❧✉❣✱ ❆rr♦✇ ❛♥❞ ❚r✐❛♥❣❧❡✳
✶✸
♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r s❤❛♣❡s✿
◗✉❛❞ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣❧❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❤♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rts ❛s ❛r❡ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢
✜❣✳ ✶✹✳ ❖♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ✇❡ ♠❛② s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ s❤❛♣❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✐st❛♥❝❡✳
■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇❡ ♠❛② s❡❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❧❡t ✉s t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ s❤❛♣❡s✳ ■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P✶✱P✷✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ 0.129±0.083 ❛♥❞ 3.607±0.643 ♦♥ t❛❜❧❡✳ ✹✭❛✮✱
♦♥ ❝♦♥tr❛r② ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❛❜❧❡✳ ✹✭❜✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ 1.205 ± 0.264
❛♥❞ 3.809 ± 0.688✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✇❤❛t
♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❛✐♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✳ ✶✹✳
✶✹
❈♦♥str❛✐♥t ❘❛t✐♦ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡✶ ❉✐st❛♥❝❡✷
■♥❝✐❞❡♥t✭P✵✱P✶✮ 0.813 ± 0.116 1.584 ± 0.045 1.63 ∗ 10−14 ± 2.9 ∗ 10−15 ✲
■♥❝✐❞❡♥t✭P✷✱P✸✮ 0.905 ± 0.067 1.590 ± 0.079 1.47 ∗ 10−14 ± 2.26 ∗ 10−15 ✲
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P✶✱P✷✮ 0.887 ± 0.074 3.084 ± 0.050 0.129 ± 0.083 3.607 ± 0.643
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P✵✱P✸✮ 0.810 ± 0.106 0.030 ± 0.028 4.516 ± 0.545 0.186 ± 0.173
✭❛✮
❈♦♥str❛✐♥t ❘❛t✐♦ ❆♥❣❧❡ ❉✐st❛♥❝❡✶ ❉✐st❛♥❝❡✷
■♥❝✐❞❡♥t✭P✵✱P✶✮ 0.920 ± 0.051 1.611 ± 0.067 ✵✳✵ ✲
■♥❝✐❞❡♥t✭P✷✱P✸✮ 0.920 ± 0.041 1.604 ± 0.046 4.98 ∗ 10−15 ± 1.47 ∗ 10−15 ✲
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P✶✱P✷✮ 0.891 ± 0.066 3.090 ± 0.040 1.205 ± 0.264 3.809 ± 0.688
P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✭P✵✱P✸✮ 0.838 ± 0.098 0.041 ± 0.028 4.705 ± 0.567 0.132 ± 0.081
✭❜✮
❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ✜❣✳ ✶✹ ✭❛✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✜❣✳ ✶✹✭❛✮
❛♥❞ ✜❣✳ ✶✹ ✭❜✮
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✿ ✭❛✮ ❈♦r♥❡rs ✇✐t❤ ❝♦❧❧✐♥❡❛r s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✭❜✮ ❈♦r♥❡rs
✇✐t❤♦✉t ❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t② ❛♠♦♥❣ s❡❣♠❡♥ts✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼▲❙▲✵✻❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ s②♠❜♦❧s
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❢✉s✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥ts t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛r❡✿ ❘❛t✐♦✱ ❆♥❣❧❡ ❛♥❞ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❉✐st❛♥❝❡s✳
❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♠♦♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
s②♠❜♦❧s✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ s②♠❜♦❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛rts t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s②♠❜♦❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦r♥❡rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❛✮ s❤❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r s❡❣♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✹✭❜✮ t❤✐s ❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳
❲❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ st❡♣s✿ ❛ ✜rst st❡♣
❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t ❬▼▲❙▲✵✻❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❧♦✇s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ♠♦❞❡❧s✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ s♣❡❝✐❢② ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧
✇❛② t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s s❤❡ ✇❛♥ts t♦ ✉s❡✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❧✐❦❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧s♦
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✶✺
✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❦❡t❝❤ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s ✐t ✇❛♥ts t♦ ✉s❡✳ ❚❤❡s❡ s②♠❜♦❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ♦r
❤❛✈❡ ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ s②♠❜♦❧s t❤❛t
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